ANALIZA FUNKCJONALNA I TOPOLOGIA

Lista 8 - Operatory na przestrzeniach Hilberta

. Niech A, B € B(H) beda samosprzezone. Pokazac, ze

(a) AB jest samosprzezony wtedy i tylko wtedy gdy AB = BA,
(b) A+ A*, AA*, A*A, A+ B, ABA, BAB sa samosprzezone
(c) wskazaé przyklad gdy AB nie jest samosprzezony.

. Niech T' € B(H). Pokazac, ze T jest operatorem normalnym wtedy i tylko wtedy
gdy || T(z)||=|T*(x)]|| dla kazdego x € H.
. Pokazaé, ze operator T € B(H) jest unitarny wtedy i tylko wtedy gdy jest sur-

jektywna izometria.

. Pokaza¢, ze wartosci wlasne ograniczonego operatora samosprzezonego sa rzeczy-
wiste.

. Pokazaé, ze wartosci wtasne operatora unitarnego leza na okregu jednostkowym.

. Niech (e,) bedzie baza ON w osrodkowej zespolonej przestrzeni Hilberta . Niech
bedzie dany operator D : H — H postaci

D(z) = Z Az, en)en

gdzie x € H, natomiast A = (\,) jest ciagiem liczb zespolonych z przestrzeni ¢>°.

(a) Pokazac, ze D jest ograniczony i ma norme || D ||=[| A||co-
(b) Wyznaczy¢ D* i pokazaé, ze D jest normalny.

(c) Pokaza¢, ze D jest samosprzezony wtedy i tylko wtedy gdy A jest ciagiem
rzeczywistym.

(d) Pokaza¢ zwarto$é¢ operatora D gdy A jest ciagiem zbieznym do zera.
. Pokaza¢, ze jezeli T' € B(H), to | T||=||T"*||

. Pokaza¢, ze T' € Byo(H) wtedy i tylko wtedy gdy T jest postaci

n

T(x) =) (z.e;)g;

j=1
gdzie {eq,...,e,} oraz {g1,...,gn} sa zbiorami wektorow.

. Korzystajac z zadania 7 i twierdzen o operatorach zwartych na przestrzeni Hilberta
H pokazaé, ze operator T € B(H) jest zwarty wtedy i tylko wtedy gdy T* jest
zwarty.



10. Niech H bedzie osrodkowa przestrzenia Hilberta. Operator T' € B(H) nazywa
sie operatorem Hilberta-Schmidta jezeli istnieje w H baza ortonormalna (e,,), taka
ze Y o || T(en) ||’< oo. Pokaza¢, ze operator Hilberta-Schmidta jest zwarty,
przyblizajac go ciagiem operatoréw skoriczonej rangi.
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